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RESUMO

Neste estudo procurou-se obter uma rotina para o cálculo de azimutes de partida e che-
gada entre dois pontos (uma rota) da superfície terrestre a partir de suas coordenadas geográficas 
utilizando-se como modelo matemático da Terra, o elipsóide de revolução e ao mesmo tempo, 
comparar os valores obtidos para os azimutes entre os mesmos pontos calculados sobre o modelo 
esférico. O conhecimento da direção entre dois pontos situados na superfície terrestre interessa 
a vários profissionais, especialmente aos engenheiros agrimensores e cartógrafos. A Terra não é 
perfeitamente esférica, sendo a sua forma real segundo Carl Friedrich Gauss, uma figura conhecida 
como “geóide”, obtida pelo prolongamento do nível médio do mar, homogêneo e supostamente 
em repouso, através dos continentes. Sendo o geóide uma figura de difícil tratamento matemático, 
outros sólidos geométricos são utilizados para representação da Terra, notadamente o elipsóide 
de revolução que melhor ajusta-se a forma da Terra. Para esta análise foram selecionadas algu-
mas cidades distribuídas sobre o globo terrestre de maneira a formar rotas em várias direções e 
magnitudes possibilitando a análise de resultados em várias situações, para se ter uma maior e 
melhor abrangência experimental. Os cálculos de azimutes entre dois pontos sobre o elipsóide de 
revolução envolvem o conhecimento da geometria analítica com vetores e planos. Já os cálculos 
de azimutes na superfície esférica utilizam-se das fórmulas da trigonometria esférica clássica. Os 
resultados obtidos para o cálculo dos azimutes utilizando-se os dois modelos são apresentados em 
valores absolutos e relativos.

ABSTRACT

In this study tried to obtain a routine for the calculation of azimuth of departure and arri-
val between two points (a route) of the earth’s surface from their geographical coordinates using 
a mathematical model of the Earth as the ellipsoid of revolution and at the same time, comparing 
the values obtained for the azimuth among the same points calculated on the spherical model. 
Knowledge of the path between two points is of interest to several land professionals, especially 
surveying and cartographic engineers. It is known that Earth is not perfectly spherical, its second 
real way Carl Friedrich Gauss, a figure known as geoid, obtained by extending the average level of 
the sea, supposedly homogeneous and at rest, through the continents. As the geoid a figure of diffi-
cult mathematical treatment, others are used for solid geometric representation of the earth, notably 
the ellipsoid of revolution, which is the one that best fits the shape of the Earth. For this analysis 
were selected some cities distributed over the globe so as to train routes in various directions and 
magnitudes allowing the analysis of results in several situations, to take a bigger and better cove-
rage trial. The calculations of azimuth on the surface of the ellipsoid of revolution, it was used the 
knowledge of analytic geometry by vectors and plans. But the azimuth calculations of the route in 
the area were conducted by using the formula of the classic spherical trigonometry. The results to 
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calculate the azimuth is using the two models 
are presented as absolute and relative values.

 
INTRODUÇÃO

A rotação da Terra causa um achata-
mento nos pólos, com isso a sua forma é fre-
quentemente modelada como um elipsóide de 
revolução achatado nos pólos (elipsóide com 
o raio polar menor que o raio equatorial), em 
vez de um modelo esférico.

O objetivo deste trabalho foi criar uma 
rotina para calcular azimutes de partida e che-
gada entre dois pontos da superfície terrestre 
com coordenadas geográficas projetadas so-
bre o elipsóide de revolução, utilizando vários 
conceitos de plano e vetores no espaço tridi-
mensional, e para uma melhor análise, com-
parar esses azimutes entre os mesmos pontos 
projetados no modelo esférico, sendo este, 
muito utilizado na astronomia de campo, utili-
zando a trigonometria esférica.

Hoje, essas informações relativas às 
rotas e direções são utilizadas em várias áreas 
como: a geodésia, a navegação aérea, a nave-
gação oceânica, a dinâmica orbital, o cálculo 
de trajetórias de mísseis intercontinentais, a 
transmissão de rádio de grande alcance etc.

Segundo Swokowski (1994) e Anton 
(2000), temos alguns conceitos sobre vetores 
e planos no espaço tridimensional:

Norma ou magnitude de um vetor é a 
distância entre os pontos inicial e terminal de 
um vetor v, sendo v = (v1, v2, v3), um vetor no 
espaço 3-D (Figura 1).

A norma de um vetor v no espaço 3-D 
é dada pela Equação 1:

║v║ = (v12 + v22 + v32)1/2          (1)

Vetor unitário é um vetor de compri-
mento de uma unidade. No sistema de coor-
denadas cartesianas ou retangulares (x, y, z), 
os vetores unitários ao longo dos eixos x, y e 
z são denotados por i, j e k, respectivamente 
(Figura 2).

Figura 1. Norma de 
um vetor v.

Figura 2. Vetores 
unitários.

Desse modo, i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) e   
k = (0, 0, 1). Logo, tem-se a Equação 2:

v = v1∙i + v2∙j + v3∙k.                     (2)

Se u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) 
forem vetores no espaço 3-D, o produto esca-
lar é definido pela Equação 3:

u • v = u1∙v1 + u2∙v2 + u3∙v3,        (3)

ou seja, o produto escalar de dois ve-
tores é formado pela soma da multiplicação de 
suas componentes correspondentes. O produto 
escalar de dois vetores é um escalar.

A fórmula do produto escalar entre u e 
v em termos dos comprimentos desses vetores e 
ângulo (0) entre eles é dado pela Equação 4:

u • v = ║u║∙║v║ ∙ cos (0).            (4)

O produto vetorial é definido pela 
Equação 5: 

u x v = (u2∙v3 - u3∙v2)∙i + ( u1∙v3 - 
u3∙v1)∙j + ( u1∙v2 - u2∙v1)∙k.                       (5)

O produto vetorial de dois vetores é um 
vetor. A fórmula do produto vetorial entre u e 
v em termos dos comprimentos desses vetores 
e ângulo (0) entre eles é dado pela Equação 6:

u x v = ║u║∙║v║ ∙ sen (0).             (6)

Um plano no espaço 3-D pode ser de-
terminado unicamente por um ponto específi-
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co no plano e o vetor perpendicular ao plano. 
Um vetor perpendicular ao plano é chamado 
de normal ao plano. Suponha uma equação do 
plano que passe pela origem em P0 (x0, y0, z0) 
e é perpendicular ao vetor normal ao plano, n 
= (a, b, c). Pela Figura 3, sejam os vetores r0 = 
(x0, y0, z0) e r = (x, y, z) que o plano consiste 
precisamente dos pontos P = (x, y, z), para os 
quais o vetor r - r0 é ortogonal a n, ou seja, n 
• (r - r0) = 0. Se n1 e n2 forem vetores normais ao 

plano, então dependendo da direção e do sen-
tido de n1 e n2, o ângulo 0 é o ângulo entre n1 
e n2 ou n1 e -n2 (Figura 5).

Figura 3. Plano ortogonal ao vetor n.

Figura 5. Ângulo entre os vetores n1 e n2.
Expressando esta equação vetorial em 

termos das componentes tem-se:
(a, b, c) • (x - x0, y - y0, z - z0) = 0, da 

qual se obtém:
a∙(x - x0) + b∙(y - y0) + c∙(z - z0) = 0, 

esta equação é chamada de forma ponto nor-
mal da equação de um plano. Efetuando-se a 
multiplicação, obtém-se a Equação 7:

a∙x + b∙y + c∙z  + d = 0.                   (7)

Se a, b, c e d forem constantes, e a, b 
e c não forem todas nulas, então o gráfico da 
equação acima é um plano que tem a normal 
n = (a, b, c). Tem-se visto que um único plano 
é determinado por um ponto no plano e um 
vetor normal, não nulo ao plano. Em contra-
partida, um plano não é determinado por um 
ponto no plano e um vetor paralelo, não-nulo, 
ao plano.

Dois planos distintos concorrentes de-
terminam dois ângulos positivos de interseção, 
um ângulo agudo (0) que satisfaz a condição 
0 0 ≤ 0 ≤ π/2 e o suplementar desse ângulo 
(Figura 4).

Pela fórmula do produto escalar, obtém-
se o ângulo agudo entre planos (Equação 8):

cos(0) = |(n1 • n2)| / (║n1║∙║ n2║)  (8)

Segundo o IBGE (1998) as coordena-
das geográficas de um lugar, na superfície ter-
restre, são assim definidas:
Longitude geográfica (λ): é o ângulo medido 
ao longo do equador da Terra, tendo origem 
em um meridiano de referência (meridiano 
de Greenwich), e extremidade no meridiano 
do lugar. Na Conferência Internacional Me-
ridiana, realizada em Washington em outubro 
de 1884, foi definida como variando de 0° a 
+180° (Oeste de Greenwich - W) e de 0° a 
-180° (Leste de Greenwich - E).
Latitude geográfica (φ): é o ângulo medido 
ao longo do meridiano do lugar, com origem 
no equador e extremidade no zênite do lugar. 
Varia entre -90° a +90°. O sinal negativo in-
dica latitudes do hemisfério sul (S) e o sinal 
positivo, hemisfério norte (N).

Figura 4. Ângulo entre planos.
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Convertendo essas coordenadas ge-
ográficas em coordenadas retangulares tridi-
mensionais (X, Y, Z) (Equação 9), com ori-
gem no centro da Terra, o seu eixo Z positivo 
passando pelo Pólo Norte, o eixo X positivo 
passando pelo meridiano de referência (Meri-
diano de Greenwich) e o eixo Y positivo, sa-
tisfazendo-se a regra da mão direita (sistema 
dextrógiro) de acordo com a Figura 6; sendo a 
o raio equatorial e b o raio polar do elipsóide.
X = a∙cos(φ)∙cos(λ); Y = a∙cos(φ)∙sen(λ); 
Z = b∙sen(φ),             (9)

Alguns conceitos sobre a trigonome-
tria esférica são apresentados, segundo Ferraz 
(1980):

Triângulo esférico é a porção da su-
perfície esférica limitada por três arcos de 
circunferências máximas, menores que 180º 
(triângulos eulerianos); ou seja, o triângulo 
esférico é a figura que se obtém, ligada dois 
a dois, por meio de arcos de circunferências 
máximas, com três pontos de uma superfície 
esférica, não situados sobre a mesma circunfe-
rência máxima. Como na Figura 8, o triângulo 
esférico então fica constituindo de três ângulos 
esféricos (A, B e C) e três lados que são arcos 
de circunferência máxima (a, b e c).

Figura 6. Coordenadas geográficas e coordenadas re-
tangulares tridimensionais.

Azimute (Az): é o ângulo formado en-
tre a direção Norte-Sul e a direção considera-
da, contado à partir do Pólo Norte, no senti-
do horário (NESW). O azimute varia de 0° a 
360°. A Figura 7 ilustra o azimute de partida e 
o azimute de chegada de uma rota do ponto A 
para o ponto B.

Figura 7. Azimutes de partida e de chegada de uma 
determinada rota.

Figura 8. Triângulo esférico

Dentre as propriedades importantes 
dos triângulos esféricos, destacam-se: a soma 
dos ângulos internos de um triângulo esférico é 
maior que 180º e menor que 540º, ou seja, 180º 
< A+B+C < 540º; a soma dos lados de um triân-
gulo esférico (perímetro) é menor que 360º.

Para resolver um triângulo esférico, 
há a necessidade de conhecer pelo menos três 
elementos do mesmo (apenas ângulos, apenas 
distâncias ou ângulos e distâncias).

MATERIAL E MÉTODOS

Para os cálculos dos azimutes sobre o 
elipsóide de revolução, foi utilizado o modelo 
adotado pelo Sistema WGS-84 (World Geode-
tic System - 1984), sendo este o sistema de re-
ferência do GPS (Global Positioning System) 
que possui os seguintes parâmetros fundamen-
tais (Tabela 1):
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Pelo achatamento na Tabela 1, b = semi-
eixo menor (raio polar) = 6.356.752,31414 m.

Para os cálculos dos azimutes sobre o 
modelo esférico utilizou-se um Raio Médio 
(RM), obtido pela Equação 10, segundo Es-
partel (1977):

RM = (2 * a + b) / 3 = 6.371.008,771 
m; (10)

Tabela 1. Parâmetros fundamentais do WGS-84.

Para fazer este estudo foram escolhidas 
várias cidades distribuídas no globo terrestre, 
aplicando-se a elas rotas em várias direções, 
para se ter uma melhor e maior abrangência 
experimental. Suas coordenadas geográficas 
aproximadas foram obtidas através do software 
MapSource, com referência no sistema WGS-
84; logo transformadas em X, Y e Z (Tabela 2).

Tabela 2. Coordenadas geográficas e retangulares tridimensionais das cidades.
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Azimute no elipsóide de revolução

Para calcular o azimute no elipsóide 
de revolução, aplicamos a idéia de ângulo en-
tre dois planos. Com base na Figura 9, consi-
dere um vetor saindo da origem P0 (0, 0, 0) até 
um ponto da superfície do elipsóide P1 (x1, y1, 
z1) e outro vetor de P0 até P2 (x2, y2, z2), pois 
só existe um único plano que passa na origem 
e é paralelo a esses dois vetores, esse plano 
contém a rota P1 - P2. O outro plano é obtido 
pelo vetor de P0 até P1 e pelo vetor de P0 até Pp 
(0, 0, zp) = ponto do Pólo Norte ou Pólo Sul , 
ou seja, é o plano que é o próprio meridiano 
passando pela origem e pelos pólos, sendo o 
plano do norte geográfico. A interseção desses 
dois planos tem-se um ângulo agudo (0) que 
satisfaz a condição 0 0 ≤ 0 ≤ π/2 e o suplemen-
tar desse ângulo (180º - 0). O produto vetorial 
dos vetores P0P1 e P1P2 tem-se o vetor n1 que 
é normal ao plano P0P1P2 e o produto vetorial 
dos vetores P0Pp e P0P1 tem-se o vetor n2 que é 
normal ao plano P0PpP1, então o ângulo entre 
n1 e n2 é o mesmo ângulo 0 entre os planos (ver 
Figura 5).

Figura 9. Azimutes no elipsóide e na esfera.

Depois de calcular o ângulo (agudo) 0, 
basta fazer a analogia dos quadrantes para ob-
ter os azimutes de partida e de chegada de uma 
determinada rota, de acordo com a Tabela 3.

Pela fórmula do produto escalar ob-
tém-se a fórmula para o ângulo agudo entre os 
planos, como já foi visto na Equação 8: cos(0) 
= │(n1 • n2)│/(║n1║∙║n2║).

Tabela 3. Azimutes de partida e de chegada com análise 
nos quadrantes.

Azimute na esfera

Para o cálculo dos azimutes de parti-
da (Az1) e de chegada (Az2) das rotas sobre a 
superfície esférica, de acordo com a Figura 9, 
foi utilizada a fórmula da analogia dos senos 
(Equação 11), neste caso necessita-se calcular 
antes a distância da rota (α).

senB = senβ * senA / senα; 
senC = senγ * senA / senα.         (11)

Pela fórmula têm-se dois valores de B 
e dois valores de C, verificar se β ou γ < α, ou 
seja, o lado ao ângulo oposto B ou C é menor 
que o lado ao ângulo oposto A, então B ou C 
< A, caso contrario B ou C > A. A análise dos 
quadrantes segue o mesmo procedimento ado-
tado no elipsóide de revolução (Tabela 3).

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os azimutes de partida e chegada das 
rotas nas duas superfícies podem ser observa-
dos nas Tabelas 4 e 5, assim como os erros ab-
solutos e erros relativos.

De acordo com a Tabela 4 podemos fa-
zer algumas análises nos azimutes de partida:

As rotas com predominância vertical 
acontecem nas rotas 9, 10 e 14. Já as rotas com 
predominância horizontal estão nas rotas 11 e 16.
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Tabela 4. Azimutes de partida (Azp) das seguintes rotas sobre o elipsóide e sobre a esfera, com os 
erros absolutos e relativos.

Tabela 5. Azimutes de chegada (Azc) das seguintes rotas sobre o elipsóide e sobre a esfera, com 
os erros absolutos e relativos.
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O maior erro absoluto entre os azi-
mutes de partida acontece na rota 4, com 5’ 
9” e o menor erro absoluto surge na rota 10, 
com 16”, apresentando também o menor erro 
relativo com 0,001%. Isto acontece, devido, a 
rota 4 está nas proximidades da bissetriz entre 
o equador e os meridianos (próximo a 45º), e a 
rota 10 com paralelismo ao equador. O maior 
erro relativo nos azimutes de partida encontra-
se na rota 9, com 0,295%.

Da Tabela 5 nos azimutes de chegada 
tem-se:

As rotas com predominância vertical 
acontecem nas rotas 9, 10 e 14. Já as rotas 
com predominância horizontal estão nas ro-
tas 16 e 19.

O maior erro absoluto entre os azimu-
tes de chegada acontece na rota 11, com 5’ 54” 
e o menor erro absoluto acontece na mesma 
rota em que apresentou o menor erro absoluto 
no azimute de partida, ou seja, na rota 10, com 
um erro de 14”.

O maior erro relativo está na rota 17 
(Wellington-NZE) Õ (Havana-CUB) com 
0,145% e o menor na rota 10 (Nova York-
EUA) Õ (Pequim-CHN) com 0,002%.

As maiores discrepâncias entre os azi-
mutes de partida e de chegada nos dois mode-
los acontecem nas rotas 10 e 21, com uma de-
fasagem próxima a 180 º, isto se deve as rotas 
ter trajetórias próximas ao pólo norte e serem 
longas.

CONCLUSÃO

Pode-se perceber que aconteceram 
grandes discrepâncias entre os azimutes de 
partida e chegada tanto no elipsóide e quanto 
na esfera, as maiores discrepâncias estão nas 
rotas longas que passam nas proximidades 
dos pólos. Observa-se que as rotas onde acon-
tecem as menores variações dos azimutes de 
partida ou de chegada, são as rotas com pre-
dominância vertical e horizontal, ou seja, as 
rotas próximas dos azimutes de 0°, 90°, 180° 

e 270° e as rotas com maiores variações são 
as rotas com azimutes próximos de 45°, 135°, 
225° e 315°.

Outra conclusão é que as rotas com di-
reção no 1º e 3º quadrantes, o azimute sobre o 
elipsóide é maior que sobre a esfera e as rotas 
com direção no 2º e 4° quadrantes, o azimute 
sobre a esfera é maior que sobre o elipsóide, 
isto é válido tanto para o azimute de partida 
quanto o azimute de chegada. Isto acontece 
devido ao fato, do raio equatorial ser maior 
que o raio polar no elipsóide de revolução. A 
confirmação é que os erros são significativos, 
pois 1 minuto de arco equivale aproximada-
mente a um deslocamento de 1,852 km.

Conclui-se que para aplicar essa me-
todologia na navegação oceânica e aérea, é 
recomendável utilizar os cálculos de azimu-
tes sobre o elipsóide de revolução, pois é uma 
superfície matemática que melhor adapta-se a 
forma da Terra.
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